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”Howewver, if you do not appreciate the
mathematics, you cannot see, among
the great variety of facts, that logic per-
mits you to go from one to the other.”
-R. P. Feynman—

1 Pendahuluan

Suatu kenyataan yang luar biasa dalam fisika
adalah sangat sedikitnya hukum-hukum dasar
mengenai perilaku alam semesta dibandingkan
dengan banyaknya fenomena-fenomena fisis yang
telah berhasil dijelaskan dengan hukum-hukum
dasar tersebut. Dua teori terkenal yang diban-
gun fisikawan bernama Albert Einstein adalah
teori relativitas khusus (TRK) dan teori rela-
tivitas umum (TRU). Teori relativitas khusus
yang terbit pada tahun 1905 memunculkan kon-
sep revolusioner mengenai ruang-waktu. Sedan-
gkan teori relativitas umum yang terbit pada

*disampaikan dalam kegiatan diskusi dosen Fakultas
Ilmu Tarbiyah dan Keguruan TAIN Walisongo, tanggal 7
Juni 2013. Makalah ini sepenuhnya diketik dengan KTEX.

tahun 1916 dimaksudkan untuk memperumum
TRK. Tetapi ada beberapa fisikawan maupun
matematikawan yang berpendapat bahwa TRU
tidak sama sekali memperumum atau memper-
luas TRK.

Dalam makalahnya, Einstein (1916) mele-
takkan TRU di atas dua asas, yakni asas kovar-
iansi umum (AKU) dan asas kesetaraan (AK).
Terhadap maksud yang ingin disampaikan oleh
Einstein dalam kedua asas TRU tersebut, orang
sudah paham. Namun bentuk eksplisit ungka-
pan kedua asas tersebut, sebagaimana diungkap-
kan oleh Einstein maupun beberapa buku teks
TRU bermasalah dari sisi matematisnya. Dalam
tulisan ini akan dipaparkan kesalahan ungkapan
kedua asas tersebut secara matematis, dan per-
baikan terhadap ungkapan kedua asas tersebut.

2 Asas Kovariansi Umum Ein-
stein

Asas umum relativitas, yang kini dikenal luas
dengan nama asas kovariansi umum, dinyatakan
oleh Einstein (dalam terjemahan bahasa Inggris)
sebagai[3]
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”The general laws of nature are to
be expressed by equations which hold
good for all systems of co-ordinates,
that is, are co-variant with respect to
any substitutions whatever (generally
co-variant).”

Motivasi yang mendasari Einstein untuk mem-
berikan AKU secara eksplisit tertuang dalam
makalahnya yang sama yang berbunyi[3]

” The laws of physics must be of such
a nature that they apply to systems of
reference in any kind of motion.”

Istilah kovariansi biasa diidentikkan dengan
ketidakubahan bentuk suatu sistem persamaan
diferensial terhadap suatu transformasi koor-
dinat dari sistem koordinat yang satu ke sis-
tem koordinat yang lain. Hal ini bermakna
bahwa terdapat suatu kelas sistem koordinat dan
grup transformasi yang terkait dengan kekovar-
ianan sistem persamaan diferensial itu. Kelas
sistem koordinat berisi sistem-sistem koordinat
yang di dalamnya sistem persamaan diferensial
itu berbentuk sama. Sedangkan grup transfor-
masinya berisi transformasi-transformasi yang
menghubungkan sistem-sistem koordinat di
dalam kelas tersebut.

Di dalam TRK, kelas sistem koordinat yang
dimaksud adalah kelas yang berisi sistem koor-
dinat inersial dan grup transformasi yang dimak-
sud alah grup Lorentz. Istilah kovariansi umum
sendiri dimaksudkan sebagai kovariansi terhadap
semua transformasi koordinat yang diizinkan.

Melihat pada kaitan antara kovariansi Lorentz
(pada formulasi standar!) dengan asas kovar-
iansi relativitas khusus, FEinstein berasumsi

!Formulasi standar suatu sistem persamaan diferensial
di dalam suatu teori ruang-waktu ialah bentuk dari sistem
persamaan diferensial itu yang tidak menampilkan obyek
absolut dari teori ruang-waktu tadi, sehingga hanya obyek

adanya kaitan serupa antara kovariansi umum
dengan asas umum relativitas. Dari sini
muncul kebingungan karena seolah-olah ter-
lihat bahwa kovariansi umum secara unik
mengkarakteristikkan TRU.

3 Asas Kesetaraan

Sebelum dimunculkan AK oleh Einstein, telah
ada suatu fakta yang menyatakan bahwa massa
inersia (lembam)? dan massa gravitasi® un-
tuk sembarang obyek sama.® Mungkin keny-
ataan inilah yang mengilhami Einstein (1911)
untuk mempostulatkan bahwa kerangka iner-
sial dalam medan gravitasi homogen setara de-
ngan kerangka dipercepat (dengan percepatan
yang sesuai) dalam ruang tanpa medan gravi-
tasi.” Kemudian pada tahun 1916, sebagai salah
satu landasan bagi teori relativitas umumnya, ia
mengungkapkan asas yang terlihat mirip dengan
postulat lima tahun sebelumnya yang meny-
atakan bahwa TRK tetap berlaku untuk wilayah
ruang-waktu yang cukup kecil. Dalam bentuk

dinamis yang ditampilkan. Formulasi kovariansi umum
dimaksudkan sebagai bentuk sistem persamaan diferen-
sial yang menampilkan obyek absolut dan obyek dinamis.

2Massa inersia terkait dengan hambatan (keengganan)
yang dialami obyek untuk merubah gerakan. Massa ini
muncul pada hukum kedua Newton dan tak bergantung
pada jenis gaya yang terkait (Carrol,1997).

3Massa gravitasi merupakan suatu besaran yang
terkait dengan gaya gravitasi. Massa gravitasi dapat dise-
but sebagai ”muatan gravitasi” dari suatu benda (Carrol,
1997).

4Menurut Carmeli (1982), bukti eksperimen mengenai
fakta ini pertama kali diberikan oleh Galileo pada tahun
1610.

SPostulatnya ini ia kemukakan dalam makalahnya
yang berjudul ” On The Influence of Gravitation on The
Propagation of Light” pada tahun 1911. Makalah aslinya
adalah ” Uber den Einfluss der Schwerkraft auf die Aus-
breitung des Lichtes,” Annalen der Physik,35,1911.
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aslinya (terjemahan Bahasa Inggris), asas ini
berbunyi|3]

?For infinitely small four-dimensional
regions the theory of relativity in the re-
stricted sense is appropriate, if coordi-
nates are suitably chosen”.

Di dalam ruang-waktu datar, hukum-hukum
fisika umumnya dinyatakan dalam turunan par-
sial dan metrik datar. Menurut AK, hukum
ini tetap berlaku ketika hadirnya gravitasi se-
lama digunakan koordinat normal Riemannian
(KNR). Dengan menggunakan KNR, meskipun
telah dibawa ke bentuk tensor, hukum itu akan
tereduksi menjadi hukum di ruang datar.

4 Model Manifold Lorentzian
untuk ruang-waktu TRU

Untuk memodelkan ruang-waktu klasik TRU,
dipilih suatu kelas manifold yang cocok. Ke-
las manifold yang cocok itu akan disebut se-
bagai ruang-waktu. Manifold ini diasumsikan
berdimensi 4, parakompak, tersambung,
Hausdorff, dan tanpa batas. Persyaratan
parakompak akan mengijinkan hadirnya metrik
Lorentzian, sedangkan persyaratan lainnya
muncul secara alamiah dari tinjauan fisis. Tidak
mungkin atau tidak akan mempunyai arti un-
tuk berbicara tentang dunia yang terdiri dari
wilayah-wilayah terpisah. Hal ini mengharuskan
model ruang-waktu yang dipakai bersifat ter-
sambung. Manifold yang dipakai juga harus
bersifat tanpa batas karena model untuk in-
teraksi fisis membutuhkan syarat bahwa setiap
titik memiliki lingkungan yang sama dengan
ruang Minkowski dalam TRK. Hal ini dite-
gaskan oleh AK.[6] Einstein (1961) pernah men-

gatakan bahwa dalam TRU, "ruang”® tanpa
metrik Lorentzian tidak mempunyai arti
fisis apapun. Seandainya medan gravita-
sional, yakni fungsi g;; , dihilangkan maka
”ruang” itu tidak akan berubah menjadi
ruang Minkowski, bahkan ruang topologis
sekalipun.

Ruang-waktu juga diasumsikan bersifat da-
pat diorientasi waktunya (time- orientable) dan
dapat diorientasi ruangnya (space-orientable).”
Dengan dapat diorientasi waktunya, vektor-
vektor bukan bak-ruang pada setiap titik da-
pat dikelompokkan, secara kontinu, menjadi dua
kelas yang dilabeli dengan terarah ke masa de-
pan (future-directed) dan terarah ke masa lam-
pau (past-directed). Kemudian dengan dapat
diorientasi ruangnya, vektor-vektor bak-ruang
anggota suatu basis dapat dikelompokkan, se-
cara kontinu, menjadi basis putar-kiri (left-
handed bases) dan basis putar-kanan (right-
handed bases). Jika ruang-waktu diasumsikan
dapat diorientasi waktunya, maka ruang-waktu
itu juga dapat diorientasi ruangnya.®

SKata ”ruang” disini dibedakan dengan ”yang mengisi
ruang”.

"Beberapa eksperimen di dunia partikel elementer
tidak invarian dibawah pembalikan muatan atau paritas,
baik secara sendiri-sendiri maupun secara bersama-sama.
Meskipun demikian, terdapat alasan teoretis untuk mem-
percayai bahwa semua interaksi invarian terhadap kom-
binasi pembalikan muatan, paritas, dan waktu (teorema
CPT) [5].

SMenurut Hawking dan Ellis (1997), pembuktian
pernyataan ini dapat dilakukan dengan menggunakan
bukti eksperimen tanpa mengacu pada teorema CPT.
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5 Asas Kovariansi Umum dan
Untingan Kerangka Ortonor-
mal

Pernyataan Einstein di atas, yakni

“ruang tanpa metrik Lorentzian tidak
mempunyai arti fisis apapun. Se-
andainya medan gravitasional, yakni
fungsi g;x, dihilangkan maka ruang
itu tidak akan berubah menjadi ru-
ang Minkowski, bahkan ruang topolo-
gis sekalipun”

bermakna bahwa meskipun titik-titik pada man-
ifold secara matematis dikaitkan dengan su-
atu sistem koordinat, tetapi secara fisis belum
memiliki arti apa-apa sebelum dihadirkan suatu
medan tensor metrik di manifold itu. Titik-titik
pada manifold tidak mewakili suatu peristiwa,
melainkan lebih tepat untuk mengatakan bahwa
pemetaan dari suatu titik pada penampang
lokal pada untinganlah yang lebih memiliki sig-
nifikansi fisis[7]. Petunjuk ini memberikan gam-
baran bahwa konsep akhir Einstein menge-
nai AKU lebih tepat terkait dengan kon-
sep kerangka di atas suatu manifold dari-
pada konsep sistem koordinat di dalam
manifold.

Kalimat terakhir mengindikasikan bahwa per-
lunya melibatkan konsep untingan serat (fiber
bundle) di atas manifold. Lebih khusus lagi,
dikarenakan sebagai ruang-waktu digunakan
manifold M bermetrik Lorentzian ¢” maka kon-
sep untingan serat yang tepat dalam permasala-
han ini adalah untingan kerangka ortonormal
terbatasi F, M(g") yang memiliki grup struktur
berupa grup Lorentz wajar ortokronus SO, (3, 1).
Untingan ini dapat dibentuk dari hasil reduksi
untingan kerangka linear LM bergrup struktur

GL(4,R). Unsur pada serat 7—!(z) C F,M(g")
pada di atas titik x € M merupakan kerangka
ortonormal

u(x) = (ep(x),. .., e3(x)),

ei(x) = \H(x)0, € TyM. (1)

dengan {e; =i = 1,2,3} semuanya putar kanan
dan ep(z) merupakan vektor bak-waktu yang
menunjuk ke masa depan.

Dengan memanfaatkan fitur yang tersedia
pada FM,(g") maka asas kovariansi umum da-
pat diungkapkan dalam bentuk

Hukum-hukum alam yang umum harus
dapat dinyatakan secara sama menu-
rut semua kerangka acuan (ortonor-
mal) lokal.

Pernyataan asas kovariansi umum ini tidak lagi
melibatkan sistem koordinat melainkan meli-
batkan kerangka acuan.

6 Asas Kesetaraan dan Untin-
gan Kerangka Ortonormal

Seperti telah disebutkan di atas, Einstein men-
gungkapkan asas kesetaraan dalam kalimat
berikut

"For infinitely small four-dimensional
regions the theory of relativity in the re-
stricted sense is appropriate, if coordi-
nates are suitably chosen”.

Pada pernyataannya tersebut, Einstein meli-
batkan konsep koordinat. Sementara pada pem-
bahasan sebelumnya telah ditegaskan bahwa
pelibatan konsep koordinat untuk mengungkap-
kan kovariansi tidaklah tepat. Sehingga asas ke-
setaraan versi Einstein tersebut harus dimodi-
fikasi sedemikian rupa sehingga pernyataannya
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tidak melibatkan sistem koordinat, melainkan
kerangka acuan.

Seperti telah disebutkan sebelumnya, fi-
tur kerangka acuan disediakan oleh untingan
kerangka ortonormal terbatasi FM,(g%). Is-
tilah kerangka acuan dalam fisika sesungguh-
nya tidak diidentikkan dengan sebuah kerangka
ortonormal u(z) € 7 !(z), melainkan dengan
serangkaian u(r) pada berbagai serat m!(z).
Setiap serat hanya diambil satu buah kerangka
linear u(z).” Melihat pada definisi tersebut, isti-
lah kerangka bergerak merupakan kasus khusus
dari apa yang disebut sebagai penampang pada
untingan serat.

Oleh karena itu, konsep kerangka acuan
dalam fisika lebih tepat dikaitkan dengan isti-
lah kerangka bergerak (mowving frame) dalam
FM,(g*). Di kalangan matematikawan, konsep
kerangka bergerak sering disebut sebagai wvier-
bein. Pelibatan konsep kerangka bergerak meru-
pakan langkah yang semakin mendekati moti-
vasi Einstein dalam merumuskan asas kovariansi
umum

” The laws of physics must be of such
a nature that they apply to systems of
reference in any kind of motion.”

Untuk merumuskan asas kesetaraan yang lebih
tepat, maka perlu dilibatkan postulat geode-
sik Einstein yang menyatakan bahwa sem-
barang partikel titik netral (dengan massa
tidak nol) mengikuti geodesik bak-waktu ketika
sedang jatuh bebas dalam manifold ruang-
waktu (M, g¥). Sementara untuk sinar cahaya
(atau "foton”, yang dianggap sebagai partikel
bermassa nol) mengikuti geodesik null ketika
sedang jatuh bebas.

9Bagi pembaca yang menjadi bingung dengan perny-
ataan ini perlu mengingat kembali bahwa x melabeli su-
atu peristiwa dan tersusun atas (zo, z1, T2, z3).

Geodesik yang dimaksud adalah kurva v =
{z(7)|T € I} di M yang memiliki karakteristik
berlakunya persamaan

PN T dtdY =0,
it = d?a dr?,

PAMV = g)\lig(am Va,ﬁu%

(2)

pada geodesik tersebut. Simbol T'* wv disebut se-
bagai koneksi Levi-Civita. Kerangka bergerak
s tidak lain merupakan penampang jika dite-
rapkan diterapkan pada geodesik, maka koneksi
Levi-Civita akan lenyap, yakni I'? j& = 0 di semua
x € yN M?®. Jika kerangka bergerak s diterap-
kan pada geodesik bak-waktu ~, maka kerangka
bergerak tersebut dinamakan sebagai kerangka
bergerak inersial untuk geodesik bak-waktu =,
jika dalam subhimpunan

Sy = {(60(3}), 61(1')7 62(.%'), 63(33)”33 € ’YQMS} C s,
(3)
semua unsur kerangka eg(x) bertepatan dengan
vektor singgung terhadap geodesik itu. Jika s,
ortonormal, maka s disebut sebagai kerangka
bergerak Lorentz inersial sepanjang ~.
Sekarang asas kesetaraan dapat dinyatakan se-
bagai berikut

Dalam sembarang kerangka bergerak
Lorentz inersial sepanjang geodesik
bak-waktu v, semua hukum non-
gravitasional yang dinyatakan dalam
koordinat tensor terhadap kerangka
bergerak inersial itu disetiap titik sepa-
njang y harus bertepatan dengan ben-
tuk relativitas khususnya yang diny-
atakan dalam koordinat tensor ter-
hadap kerangka Lorentz global di
ruang-waktu Minkowski.
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7 Penutup

Dari hasil pembahasan di atas da-
pat disimpulkan secara umum bahwa
pernyataan asas kovariansi umum dan
asas kesetaraan versi Einstein tidak
tepat secara matematis jika diper-
timbangkan motivasi yang mendasari
dikeluarkan asas tersebut. Hal ini
mungkin saja terjadi akibat belum laz-
imnya penggunaan konsep untingan
serat (fibre bundle) dalam dunia fisika
pada saat teori relativitas umum diu-
mumkan oleh Einstein. Seperti yang
telah dibahas di atas, pernyataan asas
kovariansi umum dan asas kesetaraan
sesungguhnya lebih tepat diungkapkan
dengan melibatkan kerangka acuan,
bukan sistem koordinat. Hal ini dapat
diakomodir dengan melibatkan kon-
sep untingan kerangka ortonormal ter-
batasi FMo(g*).
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